INTRODUCAO A TEORIA DE CONJUNTOS

Professora Laura Aguiar

Conjunto
Admitiremos que um conjunto seja uma colecao de objetos chamados elementos e que

cada elemento é um dos componentes do conjunto.

Geralmente, para dar nome aos conjuntos, usaremos uma letra mailscula do nosso
alfabeto, e os elementos por letras minUsculas. Para representacdo de um conjunto, utilizaremos
uma das trés formas seguintes:

- Listagem dos elementos: Nesta representacdo, todos os elementos do conjunto séo
apresentados numa lista, envolvidos por um para de chaves e separados por ponto-e-

virgula ou por virgula. Ex: Conjunto dos algarismos pares. A={0; 2; 4; 6; 8}

- Propriedade dos elementos: Quando, pela quantidade, ndo for conveniente escrever todos
os elementos que formam o conjunto, o descreveremos por uma propriedade possuida por

todos os seus elementos. Ex: A={ x | x é um algarismo par } Lé&-se: O conjunto A é

formado pelos elementos X, tal que x € um algarismo par.

- Diagrama de Euler — Venn: Representamos 0 conjunto por um recinto plano limitado por
uma curva fechada. Ex:

A

Relacdo de Pertinéncia
A relacdo de pertinéncia indica se um determinado elemento pertence ou ndo a um
determinado conjunto.
Simbologia: Considerando A={0; 2; 4; 6; 8} , Assim:

! SIMBOLOGIA | TRADUCAO
O elemento 2 pertence ao conjunto A.

| 3¢A | O elemento 3 n&o pertence ao conjunto A.

Quando fazemos uso da relacdo de pertinéncia, estamos, necessariamente, relacionando
um elemento a um conjunto, nesta ordem.

“elemento” € “conjunto”
ou
“elemento” & “conjunto”

Observacgéo: Um elemento pertence a um conjunto se ele é “visivel” ou listado no conjunto.

Relacéo de Inclusdo

A relacado de incluséo indica se um determinado conjunto esté contido ou ndo em um outro
conjunto.

Se todos os elementos de um conjunto pertencem a outro, entdo o primeiro conjunto esta
contido no segundo. Basta um Unico elemento do primeiro conjunto ndo pertencer ao segundo para
que o primeiro conjunto ndo esteja contido no segundo.

Simbologia:

[ sweoocn I 7RabucAo |
[ ace 0 conjunto Aesiacontido noconjunio B,
[ oge T oconunioDnaoestaconidonoconuntoE |
[ 6on T OconunioB comémoconuoA|

I E»D O conjunto E nédo contém o conjunto D.




Quando fazemos uso da relacédo de inclusdo estamos, necessariamente, relacionando um
conjunto a outro conjunto.

“ conjunto” c “ conjunto” ou
“ conjunto” < “ conjunto” ou
“ conjunto” D “ conjunto” ou
“ conjunto” D “ conjunto”

Se um conjunto A esta contido no conjunto B, dizemos que A é um subconjunto de B.

Conjunto Vazio

O Conjunto vazio é o conjunto que nao possui elementos. Para representarmos o conjunto
vazio usaremos os simbolos: { }ou .
Atenc&o: Quando os simbolos { } ou &, aparecerem listados ou visiveis, dentro de um conjunto,
0 conjunto vazio devera ser tratado como elemento desse conjunto especificado.
Ex. : Seja o conjunto A={J; 1; 2; 3}, € correto afirmar para o conjunto A listado, que & €A , pois
& é um elemento do conjunto A.
Também sempre sera verdade que:
i) & c A para qualquer que seja o conjunto A.
i) Ac A para qualquer que seja o conjunto A.

Conjunto Unitério
E o conjunto que possui apenas um elemento.

Conjunto das Partes

O Conjunto das partes de um conjunto A, denotado por P(A), € o conjunto formado por
todos os subconjuntos do conjunto A. Assim o conjunto das partes € o conjunto dos subconjuntos.
Atencdo: Lembre-se que dentre os subconjuntos de um dado conjunto, estédo o conjunto vazio e o
préprio conjunto.
Ex.: Seja X ={a, e, i} , encontre P( A).

Numero de elementos do conjunto das partes

Para indicarmos o numero de elementos de um conjunto A, usaremos a notacdo n(A). E o
namero de elementos do conjunto das partes sera indicado por n[P(A)].
Dai :

n[P(A)]=2""

. . , 4 . .
Assim, um conjunto com 4 elementos, terd 2" elementos o seu conjunto das partes, ou seja, 0
conjunto A tera no total 16 subconjuntos.

Igualdade de Conjuntos

Dois ou mais conjuntos sdo iguais quando apresentam 0S mesmos elementos, em
qualquer ordem, sendo que elementos iguais, hum mesmo conjunto, serdo considerados uma
Unica vez. Dai, podemos afirmar que é verdadeira a igualdade dada por:
A={a;b;c}={c;b;a}={a; a;a;b;b;b;c;c}
Simbolicamente a igualdade entre conjuntos fica definida como: A=B< AcBeBc A

OperacBes com conjuntos

Unido de Conjuntos: A unido de dois conjuntos A e B, é o conjunto de todos os elementos que
pertencem a A ou B. Indicaremos a unido pelo simbolo U . Matematicamente:

AuB={x|xeaouxeB}



isto é:
sejaxe Aex¢B
Xxe AuB< < sejaxg AexeB

sejaxe AexeB

Nos diagramas abaixo AU B ,é a regido hachurada:

@ AO OB A
Intersecdo de conjuntos: A intersecdo de dois conjuntos A e B, € o conjunto formado pelos
elementos comuns a A e B. Indicaremos a intersecao pelo simbolo M. Matematicamente:

AnB={x|xeaexeB}

Nos diagramas abaixo A B, é regido hachurada:

(0[O0

Quando a interse¢cdo de dois conjuntos € o conjunto vazio, eles sdo chamados de conjuntos
disjuntos.

Diferenca de conjuntos: A diferenca entre dois conjuntos A e B, é o conjunto formado pelos
elementos que pertencem a A e ndo pertencem a B. Matematicamente:

A-B={x|xeaex¢B}

Nos diagramas abaixo A— B ,é a regido hachurada:

e

Conjunto complementar: Dados os conjuntos A e U, se o conjunto A esta contido no conjunto U,
a diferenca U — A, é chamada complementar de A em relacdo a U. Chamaremos o conjunto U
conjunto universo.

A
Ao complementar de A em relagédo a U usaremos a notagao: CU ,ou A, ou A.

Entao:



Co={x|xeUexeA}

A
No diagrama abaixo CU € a regido hachurada:

U

Ex: SejaU={0;1; 2; 3; 4;5;6;7;8;,9te A={ 1, 3,5, 7} dai

Co=U-A={014,6,89}

Diferenca Simétrica : a diferenga simétrica entre os conjuntos A e B, € o conjunto dos elementos
gue pertencem a A e ndo pertencem a B ou, os elementos que pertencem a B e ndo pertencem A.
Indicaremos a diferenga  simétrica  entre A e b por: AAB. Dai:

AAB={x|xe A—BouxeB-A}=(A-B)u(B-A)
No diagrama abaixo A A B, é regido hachurada:

—B-A
A-B

Numero de elementos da unido de conjuntos: O nimero de elementos da unido de :

- dois conjuntos A e B sera: (AU B) =n(A)+n(B)—n(AnB)

- trés conjuntos A, B e C seré:
n(AuBuUC)=n(A)+n(B)+n(C)—n(AnB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC)
Deducéo:

A B
Z
n(A)=x+y
Sejasn(AnB)=y pelo diagrama temos q N(AUB)=Xx+Yy+z, fazendo as
nB)=y+z
subgtituigées de x, y e z teremos a férmula, para o nimero de elementos da unido dos dois
conjuntos.

Conjuntos Numéricos



Os conjuntos numéricos foram surgindo, a medida que foi se tornando necessario apresentar
resultados para algumas operacdes matematicas.

Com a necessidade de contar quantidades, surgiu o conjunto dos nimeros naturais.
Conjunto_dos numeros naturais (N): E o conjunto N = { 0; 1; 2; 3; 4; 5; ...}. Um subconjunto
importante de N é o N*: N*={1; 2; 3; 4; 5; ...} ou N* =N - {0 }. Em N é sempre possivel efetuar a
adicdo e a multiplicacdo, ou seja, a soma e o produto de dois nUmeros naturais resultam sempre
em um numero natural. Ja a divisdo ou subtracao entre dois nimeros naturais nem sempre € um
namero natural; a subtracdo 2 -3, por exemplo, ndo é possivel em N. Dai a necessidade de ampliar
o conjunto N introduzindo os niUmeros negativos.

Conjunto dos numeros inteiros (Z): Ou conjunto dos nimeros relativos, é o conjunto Z ={...; -3;
-2;-1; 0; 1; 2; 3; ...} , Podemos destacar os seguintes subconjuntos de Z:

- N, poisNcZ.

- Z*=Z-{0}ouz*={..;-3;-2;-1;1;2;3; ..}
Geometricamente temos:

- ——
- - —_ = -
~ -7 - .,
- - b
.f e .—"-F _\-\-\-"‘\ b
— - " " " " " .- —p
-3 =2 -1 0 1 2 3

Observe que ha uma simetria em relagéo ao zero. O oposto ou simétrico de 3 é —3, oposto ou
simétrico de -3 é 03, valendo3+(-3) =-3+3=0.

Quando os numeros tém o mesmo sinal basta conserva-lo e adicionar os numeros; quando
0s sinais s&o contrarios subtraimos o menor do maior, e o sinal que prevalece é o deste Ultimo. E
bom lembrar também que o sinal mais (+) antes de um paréntese néo vai alterar o sinal do nimero
que esté entre parénteses, ocorrendo o oposto quando o sinal antes do paréntese for o de (-). Se
ndo houver nenhum sinal antes do paréntese estard implicito que o sinal ser4 o de mais (+).

Para as operacfes de multiplicacdo e divisdo que virdo logo a seguir vale a seguinte regra:
“Numeros de mesmo sinal dao sempre resultado positivo, enquanto que os de sinais contrarios
conduzem sempre a resultados negativos”.

No conjunto Z, sempre é possivel efetuar a adi¢cdo, a multiplicacdo e a subtracdo, ou seja,
a soma, o produto e a diferenca de dois nimeros inteiros resultam sempre um ndmero inteiro. E
todas as propriedades das operacdes em N continuam validas em Z.

Jé& da divis&@o de dois numeros inteiros nem sempre resulta um ndmero inteiro:

(-8): (+2) =-4 — é possivel em Z.
(-7): (+2) = ? —> n&o é possivel em Z.
Dai a necessidade de ampliar o conjunto Z.

Conjuntos dos numeros racionais(Q): Ao acrescentarmos as fracdes nao aparentes positivas e
negativas ao conjunto Z, obtemos o conjunto dos nimeros racionais Q. Assim, por exemplo, sdo
nameros racionais:

_2a A _1$ T A T T 07 A §1 11 - 2a
4

. . _ a _
Observe que todo numero racional pode ser escrito na forma E com aeZ, beZ* Assim,
escreveremos:

Q= ,comaeZebezZ*

a
b



a
Perceba que a restrigio b € Z*, nos obriga a termos b # 0, pois B , a divisdo de a por b, s6 tem

N . ~ . . a . ~
significado com b # 0. A designacao racional, surgiu porque E pode ser vista como uma razao

entre os inteiro a e b. A letra Q, que representa o conjunto dos nimeros racionais, € a primeira
letra da palavra quociente. Os nimeros racionais podem ser encontrados de trés maneiras:

a a
- Nimero inteiro: Se b = 1, temos E = I =a e Z, oqueimplica que Z é subconjunto de Q. Assim:

NcZcQ

, . . . a N . . .
- Numero decimal exato: Dado um numero racional B a representacdo decimal desse numero é

obtida dividindo-se a por b. Se esse resultado possui uma quantidade finita de casas decimais
apos a virgula, este resultado € um ndmero decimal exato. Exemplos:

L 025 —2-_0625 Z-08 24T _g247
4 8 5 1000

. a
- Numero decimal periédico ou dizima perioddica: E o resultado da divisao E gue possui uma
quantidade infinita e periddica de casas decimais apds a virgula. Este resultado é chamado de
a
dizima periédica, e a fragao B gue gera a dizima, é a fragdo geratriz. Exemplos:

2_ 0,666...=0,6: 1 _ 0,1787878...= 0,178: 83 _ 2515151... = 2,51
3 990 33

No conjunto Q, as quatro opera¢cbes fundamentais sdo possiveis e valem todas as
propriedades que valem para os inteiros. Certamente devemos nos lembrar de que a divisdo por
zero é impossivel!

Geometricamente temos:

4

R4

2 -1 0 1 p 3

I
faa L
I

Entre dois niimeros inteiros nem sempre existe outro nimero inteiro. Entre dois racionais

3
sempre existe outro racional. Por exemplo, entre os racionais —=0,5 e 2 =0,75 podemos

encontrar infinitos racionais; entre eles §:0,625. Mas isso ndo significa que os racionais

preenchem toda a reta. Os nimeros racionais sdo insuficientes para medir todos 0os segmentos
de reta. Por exemplo a medida da hipotenusa, de um tridngulo retadngulo, de catetos medindo uma
unidade, € um nudmero ndo racional. Embora as quatro operagBes fundamentais (adigdo,
subtracao, multiplicacdo e divisdo por um numero diferente de zero) sejam sempre definidas em Q,



x 2 x . o . . a
uma equagdo como X~ =2 ndo pode ser resolvida em Q, pois nédo existe racional E tal que

2
a ~ . . . . . .
[—j = 2. Surge entdo a necessidade de outro tipo de nimero, o nimero nido racional ou

b

irracional.

Conjunto dos numeros irracionais(R/Q): S&o os nimeros que ndo podem ser escrito na forma
fracionaria, com numerador inteiro e denominador inteiro ( diferente de zero). Sdo as decimais
infinitas e nao periddicas. Exemplos:

\/E =1,4142135...; \/§ =1,7320508...; 7 =3,1415926535...
Representacdo de alguns irracionais na reta:

F e
- — “
s - L]
y! - \t
=
I - E- i
/ // “ -, Y
i3 l"._ "
."I 1 \ "L

I I L L VR Y
-3 -2 0 Loz s 2

Conjunto dos numeros reais(R): Da unido do conjunto dos numeros racionais com o conjunto
dos nimeros irracionais obtemos o conjunto dos nimeros reais R. Simbolicamente:

R=QUR/Q={xeQouxeR/Q}={x|xéracional ou xé irracional }
Os numeros racionais ndo eram suficientes para esgotar os pontos da reta. Por exemplo, os

pontos da reta correspondente aos numeros \/§ N2, 7,¢, endo eram preenchidos com os

nameros racionais. Agora, 0s numeros reais esgotam todos os pontos da reta, ou seja, a cada
ponto da reta corresponde um U(nico ndmero real e, reciprocamente, a cada numero real
corresponde um Unico ponto da reta.

Por isso dizemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os niameros reais e 0s
pontos da reta. Temos assim a reta real, que € construida desta forma: numa reta, escolhemos
uma origem (e associamos a ela o zero), um sentido de percurso e uma unidade de escala.

O diagrama a seguir relaciona os conjuntos numéricos vistos até aqui:

e

< <_,,\
N I~

Hﬁ""\-.

K

NcZcQcR
Q/RcR
QuUQ/R=R
QNmQ/R=Y
Q/R=R-Q



Assim com 0s numeros reais toda equacéo do tipo x> =acom aeN, pode ser resolvida e todos
0s segmentos de reta podem ser medidos.

Existem outros ndmeros além dos reais, a raiz de indice par e radicando negativo é
impossivel em R, pois, por exemplo, ndo existe nimero real que, elevado ao quadrado, dé um

nUimero negativo. Assim, v—4 ndo é um nimero real; € um nimero complexo ou imaginario.
Podemos usar as seguintes notacdes para alguns subconjuntos de R:

R, — real positivo ou nulo
R, — real positivo
R_ — real negativo ou nulo

R" — real negativo
O mesmo pode ser feito com Z e Q.

Relacdo de ordem em R: Sejam dois nimeros reais quaisquer a e b,entre a e b podera ocorrer
uma, e somente uma, das relacdes:a=boua>bouac<h.

A desigualdade representada por a < b significa que o ndmero real a € menor que o
namero real b.Geometricamente se a < b, entdo a esta situado a esquerda de b na reta real.

a b

A desigualdade representada por a > b significa que o nimero real a é maior que o
namero real b. Geometricamente , se a > b, entdo a esté situado a direita de b na reta real.

b a

Também usaremos a notacgao:
a<b < a<boua=b(aémenorqueboua éigual ab)

a>b < a>boua=Db(aé maior que b ou a é igual a b)

a<b
a<b<c o a<beb<c < {
b<c

Sera muito Gtil percebermos que se tivermos x €RR, e escrevermos:
x>0 <> X é positivo
X <0 < X é negativo

X <0 < x é ndo positivo

X >0 < x é ndo negativo

Algumas propriedades importantes das desigualdades:

As simbologias <, >, chamaremos de sentido da desigualdade.Vejamos algumas propriedades
muito Uteis:

12)Podemos adicionar membro a membro, desigualdades de mesmo sentido:

-2<x<3 e 1<y<b = -2+1 <x+y < 3+5

22) Podemos somar ou subtrair um numero real a ambos os membros de uma desigualdade sem
altera-la ou transpor um termo de um membro para o outro, trocando o sinal deste termo.
X+t7<9 <& x>9-7 & x>2que €omesmo que fazer x+7<9 <& x+7-7>9-7 & x> 2

3% Podemos multiplicar ou dividir ambos os membros de uma desigualdade por um real diferente
de zero, mas com o seguinte cuidado:

-Se o0 numero for positivo, conservamos o sinal da desigualdade;

-Se 0 namero for negativo invertemos o sinal da desigualdade.

Observe: -3 <2 multiplicando por 5 toda a desigualdade -15 < 10. Mas se multiplicarmos por -5, 15
>-10.

8



Intervalos Reais: Certos subconjuntos de R, determinados por desigualdades, tém grande
importancia na Matematica; sdo os intervalos reais.

Representacao na reta real Sentenca matematica NotacBes simbdlicas
Intervalo aberto:
— S ———— {XGR | a<x< b} ]a-b[ (a,b)
a b
Intervalo fechado:
C o—— {xeR| a<x<b} [a,b] [a,b]
a b
Intervalo semi-aberto a direita:
{xeR| a<x<b} [a,b[ [a,b)
— ee———————
a b
Intervalo semi-aberto a esquerda:
e O— {xeR| a<x<b} la,b] (a,b]
a b
Intervalos “infinitos”:
Representacéo na reta real Sentenca matemética Nota¢des simbdlicas
i3
a {xeR| x>a} la, +o0 [ (a, +o)
&
a {xeR| x=a} [a, +o0 [ [a, +o0 )
-
a {xeR| X<a} ]—o0,q] (—o0,a)
5 {xeR| x<a} ]—o0,a] (—0,a]

Considera-se como intervalo ] —oo, 40 [ =R.

Observagoes:

1) A “bolinha fechada” (®) indica que o extremo do intervalo pertence a ele. A “bolinha aberta” (<)
indica que o extremo do intervalo ndo pertence a ele.

2)—ooe +o00, simbolizam apenas a auséncia de extremidades pela esquerda ou pela direita no

intervalo, sendo sempre abertos. Portanto —ocoe +00 ndo sdo nimeros reais!

3)Como definimos, intervalos sdo subconjuntos dos nimeros reais. Assim 0s seguintes exemplos
ndo séo intervalos:

S={xe€Z|-5<x<2}L={xeN|x>3}; T={xez| —3<x<1}

Operacdes com intervalos

Exercicios de aplicacéo:



1) Dado A= {XxeR|-1<x<1}eB=[0,5), determine:

a) AnB
b) AUB
c) A-B
d B-A
e) Cp

2) Dados A =[2,5] e B =(3, 6], calcule paraU = R:
a) A

b) B

c) AnB

dAUB

e) AUB

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

Parte |

1) Sendo A={a, b, {a}, 2}, determine as afirmag0es falsas e verdadeiras.
jaeA
i{a}c A

i{{a}}c A
iv){a,b}c A
v{a}e A

Entéo:

a) todas séo falsas
b) i e iv sdo falsas
) ii e v sao falsas

d) somente a iii é falsa
e) todas sao verdadeiras

2) Sejam A e B subconjuntos de um conjunto X, tais que X —A={0, 1,5, 6}e X —B={0, 4, 6}. Se
ANB={2, 3}, o conjunto AU B ¢ igual a:

a) {1, 4, 5}

b){0, 2, 3, 5}
cA1, 2, 3, 4}
d){1, 2, 3, 4, 5}

e){0, 2,4,5, 6}

3) (FCMSC-SP) Se A, B e C séo conjuntos tais que ANC=C e CNnB =), ento:
a) Bo A

b) C§ =A

c) AuB=B

d CnBcA

e) B-CcA

4)(Cesgranrio) Sejam M, N e P conjuntos. Se M \UN ={1, 2, 3,5}e M UP ={1, 3, 4}, entdo
MUNUPé:
a) J

10



b ){1, 3}

o)1, 3, 4}
d){1, 2, 3, 5}
e)1, 2, 3, 4, 5}

5) (MACK) Se A e B sdo dois conjuntos tais que Ac Be A=, entio:
a) sempre existe X € A talque Xg B

b) sempre existe X € B tal que X ¢ A

c)se XeB entdo xe A

d)se x¢ B entdo x¢ A

e) ANB=O

6) (UFRN) Se A, B e C séo conjuntos tais que C—(AuUB)={6, 7}e C(AUB)={4, 5}, entdo, C
€ igual a:

a) {4,5}

b) {6, 7}

c) {4, 5, 6}

d) {5, 6, 7}

e){4,5,6, 7}

7) Se A={3, 7} e B={7, 8, 9}, entdo o nimero de elementos do conjunto M tal que ANM ={3},
BNM={8te AUBUM={3,7, 8,9,10} é:

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

8) O nimero de conjuntos A que satisfaz {1,2} < Ac{1,2,3,4} é:
a)3
b) 4
c)5
d) 6
e 7

9) (U.Uberaba) No diagrama, a parte hachurada representa:

a) (ENF)NG

b) (ENG)

c) GN(EUF)

d (EnF)uU(FNG)
e) (EUF)UG

11



10) (PUC) A regido assinalada no diagrama representa:

a) (AnB)uC

b) (A—B)u(B-C)
¢) (A-C)n(B-C)
d) (A—B)n(C-B)

e) (AnC)—(BNC)

11) Num grupo de 400 pessoas, 30% sdo homens e 65% das mulheres tém mais de 20 anos.
Quantas mulheres ainda ndo comemoraram se 20° aniversario?

a) 260
b) 182
c) 120
d) 105
e) 98

12) Suponha gue numa equipe de 10 estudantes, 6 usam dculos e 8 usam relégio. O nimero de
estudantes que usam, ao mesmo tempo, 6culos e reldgio €?

a) exatamente 6.
b) exatamente 2.
¢) no minimo 6.
d) no méaximo 5.
€) no minimo 4.

13) (PUC-SP) Dentre os inscritos em um concurso publico, 60% sao homens e 40% sao mulheres.
Ja tém emprego 80% dos homens e 30 % das mulheres. Qual a porcentagem dos candidatos que
ja tem emprego?

a) 60% b) 40% c) 30% d) 24% e) 12%

14) (CESESP) Numa universidade séo lidos apenas dois jornais X e Y, 80% dos alunos Iéem o
jornal X e 60 % Iéem o jornal Y. Sabendo-se que todo aluno é leitor de pelo menos um dos dois
jornais, assinale a alternativa que corresponde ao percentual de alunos que léem ambos.

a) 80% b) 14% c) 40% d) 60% e) 48

15) Depois de n dias de férias, um estudante observa que:

A — Choveu 7 vezes, de manha ou a tarde;

B — Quando chove de manha néo chove a tarde;

C — Houve 5 tardes sem chuva,;

D - Houve 6 manhas sem chuva.

Entdo n é igual a:

a)7 b) 9 c) 10 d) 11 e) 12
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